Дополнительные главы 
теории экстремальных задач: 

задачи многокритериальной оптимизации

§1. Основные определения и понятия

теории многокритериальной оптимизации.

Формулировки основных теорем
0. Задачи многокритериальной оптимизации (ЗМО) весьма значимы в приложениях, особенно в экономических и технических науках, где требуется оценка качества принимаемых решений не по одному критерию эффективности, а одновременно по нескольким взаимосвязанным и, как правило, противоречивым критериям. Почти всякая сложная практическая задача принятия решения является многокритериальной.
В общем виде ЗМО может быть сформулирована следующим образом: найти все такие элементы  x (планы-решения) из множества А допустимых в ЗМО элементов, на которых достигает оптимум (минимум, максимум) векторный критерий эффективности F(x) (или критерий оценок), компонентами которого являются зависимые от x функции fk(x), k = 
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, называемые локальными критериями: F(x) = (f1(x), …, fK(x)). В теории ЗМО считается, что решения (т.е. элементы x из множества А) вполне характеризуются своей оценкой y = F(x).
В теории ЗМО считается, что решение (т.е. элемент x
[image: image2.wmf]Î

A) вполне характеризуется своей оценкой F(x). Подходящее определение оптимума для задачи  многокритериальной оптимизации было предложено итальянским экономистом Вильфредо Парето (1848-1923), который использовал его при исследовании процесса рыночного обмена товаров. Понятие оптимального по Парето, или эффективного решения представляет собой обобщение понятия точки экстремума (оптимума) числовой функции на случай векторного критерия оптимальности.
Итак, характерной особенностью ЗМО является наличие так называемой области компромиссов (эффективных планов-решений или планов-решений оптимальных по Парето). Областью компромиссов P  называется подмножество множества допустимых в ЗМО элементов А, которое обладает тем свойством, что каждый из принадлежащих Р элементов не может быть улучшен по всем локальным критериям одновременно, или 
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, если его нельзя улучшить ни по одному из локальных критериев , не ухудшив в то же время по другим.

Оптимальные решения ЗМО независимо от избранного принципа оптимальности должны принадлежать области компромиссов, ибо в противном случае оно может быть улучшено. При выборе оптимального решения ЗМО можно ограничить поиск областью компромиссов, которая значительно уже множества А всех допустимых в ЗМО элементов. Понятие области компромиссов ЗМО аналогично понятию множества стационарных элементов в однокритериальных задачах оптимизации и фактически указывает множество элементов «подозрительных» на оптимум в ЗМО. На этом основано одно из направлений в решении ЗМО, суть которого состоит в предварительном выделении области компромиссов и дальнейшем её исследовании.

В данной работе предлагается подход к выделению области компромиссов в ЗМО, основанный на схеме Дубовицкого-Милютина изучения общих экстремальных задач. Здесь он реализован для ЗМО выпуклой и гладкой структуры.

1. Приведем необходимые определения и точную постановку задачи.

Введем для элементов K-мерного арифметического пространства RK бинарные отношения – отношения строгого (частичного пред)порядка и  (частичного) порядка.

Будем говорить, что элемент 
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 RK не меньше элемента 
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выполнено неравенство 
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. В этом случае будем писать 
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. Это отношение является отношением порядка (или коротко – порядком): оно рефлексивно, антисимметрично и транзитивно. Этот порядок не является линейным, т.е. не любые два элемента сравнимы в смысле этого отношения (т.е. находятся в этом отношении).
Далее, будем говорить, что элемент 
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 выполнено неравенство 
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, и хотя бы для одного 
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, выполнено неравенство
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. В этом случае будем писать 
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. Это отношение не является отношением порядка, т.к. оно не рефлексивно и не антисимметрично, но все же  транзитивно (такие отношения называются отношениями предпорядка). Этот предпорядок также не является линейным, т.е. не любые два элемента сравнимы в смысле этого отношения.

Наконец, будем говорить, что элемент 
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 RK, если для всех k = 
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выполнено неравенство 
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. В этом случае будем писать 
[image: image21.wmf]y

y

¢

¢

>>

¢

. И это отношение не является отношением порядка, т.к. оно опять же не рефлексивно и не антисимметрично, но все же  транзитивно (такие отношения называются отношениями предпорядка). Этот предпорядок также не является линейным, т.е. не любые два элемента сравнимы в смысле этого отношения.
Предположим теперь, что в пространстве RN выделено подмножество А и на нём определены отображения fk: A → R, k = 
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Обозначим (как и выше) через F векторное отображение F: A → RK, где     F(x) = (f1(x), …, fK(x)), x
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A. Обозначим через Y0 = F(A) – образ множества A при отображении F. 
Рассмотрим оптимальность в пространстве оценок Y = RK .
Определение 1. Элемент 
[image: image24.wmf]Y
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0 называется эффективной оценкой в ЗМО, если не существует элемента 
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Замечание. Эффективная оценка называется также оптимальной (минимальной) оценкой по Парето, или Парето-оптимальной оценкой в ЗМО.
Определение 2. Элемент 
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0 называется слабо эффективной оценкой в ЗМО, если не существует элемента 
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Замечание. Слабо эффективная оценка называется также слабо оптимальной (минимальной) оценкой по Парето, или слабой Парето-оптимальной оценкой в ЗМО.
Рассмотрим оптимальность в пространстве решений X= RN.
Определение 3. Элемент 
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 называется эффективным решением в ЗМО, если существует 
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 такого, что не существует элемента 
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Замечание. Эффективное решение называется также оптимальным по Парето (минимальным по Парето) решением, или Парето-оптимальным решением в ЗМО, или точкой минимума по Парето (сокращенно – точкой МП).
Определение 4. Элемент 
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 называется слабо эффективным решением в ЗМО, если существует 
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 такого, что не существует элемента 
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Замечание. Слабо эффективное решение называется также слабо оптимальным по Парето (минимальным по Парето) решением, или слабым Парето-оптимальным решением в ЗМО.
Аналогично можно определить понятие максимума по Парето. В дальнейшем мы будем изучать только понятие минимума по Парето (сокращенно МП), так как любая задача о нахождении максимума может быть сведена к задаче о нахождении минимума.

Задачу о нахождении минимума по Парето отображения F на множестве А условно записывают так:
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Экстремальная задача (1.1) называется задачей многокритериальной оптимизации (ЗМО). В этой задаче множество А называется множеством допустимых элементов (вариантов-решений-планов или коротко – ограничением), векторное отображение F – функционалом (вектор-функционалом или векторным критерием качества оценок вариантов-решений-планов), а его составляющие f1, …, fK – локальными критериями.

При исследовании ЗМО средствами дифференциального исчисления целесообразным оказывается введение более широкого понятия, чем минимум по Парето.

Пусть ||x|| – евклидова норма элемента 
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 RN.
Определение 5. Допустимый в ЗМО элемент 
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 является точкой локального минимума по Парето (сокращенно – ЛМП), если существует ε > 0, такое что в ε-окрестности элемента 
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 не найдется допустимого элемента 
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Определение 6. Допустимый в ЗМО элемент 
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 является точкой слабого локального минимума по Парето (сокращенно – ЛМП), если существует ε > 0, такое что в ε-окрестности элемента 
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 не найдется допустимого элемента 
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Замечание. Очевидно, что любая точка МП является точкой ЛМП в ЗМО, а любая точка ЛМП является точкой слабого ЛМП в ЗМО.
Отметим также, что в дальнейшем множество допустимых в ЗМО элементов А будет задаваться некоторым набором равенств, неравенств и включений.

2. Для изучения ЗМО с точки зрения необходимых условий ЛМП или МП можно применить метод Дубовицкого–Милютина, достаточно подробно разработанный для задач однокритериальной оптимизации (см. [1]). Для этого должны быть определены

1) направления «убывания» функционала F;

2) «допустимые» («возможные») направления

· для ограничений, заданных в виде неравенств;

· для ограничений, заданных в виде включений;

3) «касательные» направления для ограничений, заданных в виде равенств.

При определенных предположениях о структурных свойствах элементов ЗМО (гладкость, выпуклость и т. п.) направления каждого типа образуют конусы в RN и допускают явное описание (см., например, [2]). Условие МП и ЛМП в ЗМО означает, что пересечение этих конусов пусто, и может быть интерпретировано в силу теоремы Дубовицкого-Милютина о конусах через понятие сопряженного конуса. На этом пути получаются необходимые условия ЛМП и МП следующих двух классов ЗМО – нелинейных и выпуклых.
3. В нелинейных задачах многокритериальной оптимизации (НЗМО) ограничение A задается в виде

	
	A = {x ( RN: gl (x) ( 0, l = 
[image: image50.wmf]L

,

1

; hm(x) = 0, m = 
[image: image51.wmf]M

,

1

, x ( G},
	(1.2)


где  G ( RN; gl , hm: RN(R.
Теорема 1 (правило множителей Лагранжа для НЗМО).

Пусть в НЗМО (1.1) + (1.2)  fk, gl, hm ( C1 (RN) и G – выпуклое замкнутое множество с непустой внутренностью, G ( RN.

Если 
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 – точка ЛМП в НЗМО (1.1) + (1.2), то существуют не равные одновременно нулю числа (k ( 0, k = 
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 (называемые множителями Лагранжа) такие, что

1) для функции Лагранжа НЗМО (1.1) + (1.2), определяемой следующим образом

L (x) = 
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2) выполнены условия дополняющей нежесткости
(l gl (
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Замечания.

1. Если G = RN, то условие а) выглядит так:

· L (
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что следует из неравенства пункта а) при x = 
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2. Для однокритериальной задачи (при K = 1) получаем классическое правило множителей Лагранжа.

4. Рассмотрим теперь выпуклые задачи многокритериальной оптимизации (ВЗМО).

Здесь множество допустимых элементов A является выпуклым, функции fk также считаются выпуклыми.

Отметим важное свойство ВЗМО.
Лемма. 

Если 
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 – точка (слабого) ЛМП в ВЗМО, то 
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 – точка (слабого) МП в ВЗМО.

Доказательство.

Пусть не так и  
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 не является точкой (слабого) МП, то есть 
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Рассмотрим xα = (1 – α)
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Таким образом, при α: 0 < α < 
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Действительно, так как 
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), fk(
[image: image109.wmf]x

) ( fk(
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), k = 
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,
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 и для k = 
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ˆ

 неравенство строгое, то есть F(
[image: image113.wmf]x

) >> F(
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~

), а последнее нам дано. 
Таким образом, наличие xα противоречит тому, что 
[image: image115.wmf]x

 – точка слабого ЛМП.

Лемма доказана.
Теорема 2.

Пусть в ВЗМО выпуклое множество A имеет непустую внутренность и является замкнутым.

Если 
[image: image116.wmf]x

 – точка МП в ВЗМО, то существуют не равные нулю одновременно числа (k ( 0, k = 
[image: image117.wmf]K

,

1

 (называемые множителями Лагранжа) такие, что для функции Лагранжа, определяемой равенством

L (x) = 
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выполнено условие минимума
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 L (x) = L (
[image: image120.wmf]x

).
Замечание.

Теорема 2 достаточно хорошо известна. В частности, она приведена в монографиях С. Карлина [3] и И. Экланда [4] по математической экономике. Однако данные там доказательства не используют метод Дубовицского-Милютина и основаны на прямом применении теоремы отделимости. Представляется, что метод Дубовицкого-Милютина предпочтительнее, так как демонстрирует единый подход к изучению экстремальных задач, в том числе и ВЗМО.

Рассмотрим теперь ВЗМО с ограничениями, задаваемыми не только включениями, но и неравенствами. Здесь ограничение A задается в виде

	
	A = {x (RN: gl (x)( 0, l = 
[image: image121.wmf]L

,

1

; x ( G},
	(1.3)


где  G – выпуклое множество в RN; gl  – выпуклые функции, действующие из RN в R, l = 
[image: image122.wmf]L

,

1

.
Теорема 3 (правило множителей Лагранжа для ВЗМО).

Пусть в ВЗМО (1.1) + (1.3) выпуклое множество G замкнуто, имеет непустую внутренность, int G ( (, и выполнено условие регулярности: существует элемент 
[image: image123.wmf]x

~

 ( int G такой, что для всех l, l = 
[image: image124.wmf]L

,

1

, выполнены неравенства gl (
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) < 0.

Если 
[image: image126.wmf]x

 – точка МП в ВЗМО (1.1) + (1.3), то существуют не равные одновременно нулю числа (k ( 0, k = 
[image: image127.wmf]K

,

1

, (l ( 0, l = 
[image: image128.wmf]L

,

1

 (называемые множителями Лагранжа) такие, что

1) для функции Лагранжа ВЗМО (1.1) + (1.3), определяемой равенством
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выполнено условие минимума
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 L (x) = L (
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);

2) выполнены условия дополняющей нежесткости
(l gl (
[image: image132.wmf]x

) = 0, l = 
[image: image133.wmf]L

,

1

.
Замечания.

1. Для однокритериальной ВЗМО (при K = 1) получаем известную теорему Куна-Таккера (см., например, [5]).

2. Для расшифровки условия а) теоремы 3 можно привлечь субдифференциальный аппарат выпуклого анализа (см., например, [5]).

В заключении отметим, что во всех теоремах 1-3 наблюдается свертка локальных критериев, что и показывает обоснованность этого приема, столь часто используемого в теории многокритериальных задач (см. [6]).
§2. Элементы метода Дубовицкого-Милютина
Пусть даны X – линейное нормированное пространство (над R),функция f: X ( R, точка 
[image: image134.wmf]x

 ( X.
Определение 1. Будем называть вектор e ( X  вектором направления слабого убывания функции f в точке 
[image: image135.wmf]x

, если: (( = ((e) ( 0 (e(( X,        ||e( – e||( ( ((( = (((e() > 0: ((,  0 ( ( ( ((  ( f(
[image: image136.wmf]x

) ( f(
[image: image137.wmf]x

 + (e().
Определение 2. Будем называть вектор e ( X  вектором направления сильного убывания функции f в точке 
[image: image138.wmf]x

, если: (( = ((e) ( 0 ((( = (((e) > 0: (e( ( X, ||e( – e|| ( ( и ((, 0 ( ( ( (( ( f(
[image: image139.wmf]x

) ( f(
[image: image140.wmf]x

 + (e().
Определение 3. Будем называть вектор  e ( X  вектором направления убывания функции f в точке 
[image: image141.wmf]x

, если:
((( = (((e) > 0: ((, 0 ( ( ( (( ( f(
[image: image142.wmf]x

) ( f(
[image: image143.wmf]x

 + (e).
Замечания.
1. Из определений следует, что если e – вектор направления сильного убывания функции f в точке 
[image: image144.wmf]x

, то e – вектор направления слабого убывания функции f в точке 
[image: image145.wmf]x

, а если e – вектор направления слабого убывания, то e – вектор направления убывания.
2. Обозначим через wГ(f, 
[image: image146.wmf]x

) – множество всех e, удовлетворяющих определению 1, через  sГ(f, 
[image: image147.wmf]x

) – множество всех e, удовлетворяющих определению 2, через Г(f, 
[image: image148.wmf]x

) – множество всех e, удовлетворяющих определению
3. В силу замечания 1: sГ(f, 
[image: image149.wmf]x

) ( wГ(f, 
[image: image150.wmf]x

) ( Г(f, 
[image: image151.wmf]x

).

4. Буква “s” в обозначении множества sГ(f, 
[image: image152.wmf]x

) – от англ. “strong”–сильный, а буква “w” в обозначении множества wГ(f, 
[image: image153.wmf]x

) – от англ. “weak”–слабый.
5. Очевидно, что 0 ( Г(f, 
[image: image154.wmf]x

), так как при e = 0 не может быть выполнено неравенство f(
[image: image155.wmf]x

) ( f(
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+ (e). В определениях 1 и 2  e( ( 0, в том числе e ( 0, иначе при e( = 0 получится неравенство f(
[image: image157.wmf]x

) ( f(
[image: image158.wmf]x

 + (e(), что неверно. Значит e( = 0 не в (-окрестности e, то есть в определениях 1 и 2  ||e|| > ( > 0. 
Примеры.
Пусть X = R2 = {x = (x1; x2): xi ( R, i = 1, 2}, ||x|| = 
[image: image159.wmf]2
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1. f(x) = 
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 = (0; 0), тогда Г = sГ = wГ = (.

2. f(x) = –
[image: image162.wmf])
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, 
[image: image163.wmf]x

 = (0; 0), тогда Г = sГ = wГ =R 2 \ {(0; 0)}.
3. f(x) = 
[image: image164.wmf]2
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[image: image165.wmf]x

 = (0; 0), тогда sГ = wГ = Г = {e = (e1; e2) ( R2: |e1|< |e2|}.
4. f(x) = (
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 = (0; 0), тогда Г = sГ = wГ = (.
Пусть даны X – линейное нормированное пространство (над R),  множество  G ( X    и  точка  
[image: image169.wmf]x

( G.
Определение 4. Будем называть вектор  е ( X  – вектором  возможного (допустимого) слабого  направления  для множества G в точке 
[image: image170.wmf]x

, если
(( ( ((e( ( 0 (е(( X, ||е(( е|| ( ( ((( ( (0(е(( ( 0:
((, 0 ( ( ( (( ( 
[image: image171.wmf]x

 ( (е( ( G.
Определение 5. Будем называть вектор  е ( X  – вектором  возможного (допустимого) сильного направления  для множества G в точке 
[image: image172.wmf]x

, если

(((((e( ( 0 ((( ( (0(е( ( 0 (е( ( X, ||е( ( е|| ( ( и ((, 0 ( ( ( (( (
[image: image173.wmf]x

( (е((G.
Определение 6. Будем называть вектор  е ( X   – вектором  возможного (допустимого) направления  для   множества G  в точке 
[image: image174.wmf]x

, если

((( ( (0(е( ( 0 ((, 0 ( ( ( (( ( 
[image: image175.wmf]x

( (е ( G.
Замечания.
1. Обозначим  через  s

(G, 
[image: image176.wmf]x

(  множество  тех векторов e, для которых выполнено определение 4, через w

(G, 
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( – множество  тех векторов e, для которых выполнено определение 5, а через 

(G, 
[image: image178.wmf]x

(  множество  тех векторов e, для которых выполнено определение 6. 
Отметим, что s

(G, 
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(G, 
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(G, 
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2. Отметим также, что 0 ( w

(G, 
[image: image182.wmf]x

(.
Примеры.
1. Если 
[image: image183.wmf]x

( int G, то w

(G, 
[image: image184.wmf]x

( = X.

2.  Если G = {x = (x1; x2) ( R2: x2 (
[image: image185.wmf]1
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}, 
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 = (0; 0), то 
s

(G, 
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( = w

(G, 
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( = ( 
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(G, 
[image: image189.wmf]x

( = {e = (e1; e2): e1 = 0, e2 ( 0}.
Определение 7. Пусть Х – линейное пространство (над R) и K – множество в Х, К ( Х. Множество K называется конусом в X, если (( ( R, ( ( (, (x ( K ( (x ( K (иными словами, (K ( K).
Лемма 2.1. 
Множество wГ(f, 
[image: image190.wmf]x

) – конус в X.
Доказательство.

Пусть e ( wГ(f, 
[image: image191.wmf]x

) и ( ( 0. Обозначим e( ( (е. Покажем, что e( ( wГ(f, 
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), т.е
((( ( 0( (e(( ( X, ||e((( e(|| ( ((, (((( ( 0,(((, 0 ( (( ( ((( ( f(
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) ( f(
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( ((e((). 

Так как e ( wГ(f, 
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), то 
(( ( 0( (e( ( X, ||e( – e|| ( (, ((( ( 0( ((, 0 ( ( ( (( ( f(
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) ( f(
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+ (e(). 
Положим (( ( (( и рассмотрим вектор e((: ||e((( e(|| ( (( ( ||e(( ( (e|| < ( (( ( ||

e(( – e|| ( (. Положим   ((( 
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((, тогда для любого ((: 0 < (( < ((( ( 0 ( (( (
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e(() = f(
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+ ((e(().
 Таким образом,  e( ( (e ( wГ(f, 
[image: image205.wmf]x

(.
Лемма доказана.
Замечание.

Аналогично доказывается, что sГ(f, 
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(, Г(f, 
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( – конусы.
Определение 8. Пусть даны X – линейное нормированное пространство (над R), множество H ( X и точка 
[image: image214.wmf]H

x

Î

. Будем называть вектор e ( X – касательным вектором к множеству H в точке 
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, если существует число 
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Замечания. 
1. Обозначим 
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 – множество всех векторов e, удовлетворяющих определению 8.
2. Отметим, что 
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( в качестве o(·) можно взять o(ε) ≡ 0, где ε ( (0; ε0), а ε0 – то, что соответствует вектору e в силу определения 6, тогда имеем, что 
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3. Отметим, что 0 ( 
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Пример.
Пусть X = R2, H = {x = (x1; x2) ( R2: x2 (
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 = (0; 0). Выше приводилось, что s
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( = {e = (e1; e2): e1 = 0, e2 ( 0}. Здесь, 
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Лемма 2.2. 
Множество 
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 – конус в X.
Доказательство.
Пусть даны вектор 
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Так как 
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Чтобы доказать, что 
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Будем считать, что 
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+ (e + o(() = 
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+ ((e( + o((((), а для этого будем считать, что (e = ((e( = (((e, откуда ( = ((( , тогда (( =
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=

o(((().
При таком выборе (0( и o((() получим, что A) выполнено.

Для Б):
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Таким образом, Б) тоже выполнено. 
Лемма доказана.
Рассмотрим теперь выпуклую задачу многокритериальной оптимизации (ВЗМО):

F(x) = (f1(x), …, fk(x)) ( min, x ( A,
где fk: RN ( R, k = 
[image: image265.wmf]K

,

1

– выпуклые функции, A – выпуклое множество в R N.
Лемма 2.3. 
 Если   
[image: image266.wmf]x

 – точка слабого локального минимума по Парето (ЛМП) в ВЗМО, то 
[image: image267.wmf]x

 – точка слабого минимума по Парето (МП) в ВЗМО.
Доказательство.
По определению: 
[image: image268.wmf]x

– точка слабого ЛМП, если 
(( ( (  
[image: image269.wmf]x
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( (: ||
[image: image270.wmf]x

– х|| ( ( и F(
[image: image271.wmf]x

) >> F(x).
Запись “F(
[image: image272.wmf]x

) >> F(x) “  означает, что  fk(
[image: image273.wmf]x

) > fk(x),  k = 
[image: image274.wmf]K

,

1

.
Покажем, что 
[image: image275.wmf]x

– точка слабого МП. 
Предположим, что   
[image: image276.wmf]x

  не является точкой слабого МП. Тогда (х ( (: F(
[image: image277.wmf]x

) >> F(x). Очевидно, что х ( 
[image: image278.wmf]x

(так как F(
[image: image279.wmf]x

) ( F(x)).
Положим  х( = (1 – ()
[image: image280.wmf]x

+ (х, 0 ( ( ( (. Выберем  (  так, что 
||х( – 
[image: image281.wmf]x

|| < ( ( ||((
[image: image282.wmf]x

– х)|| ( ( ( ( <
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Итак, если  (  такое, что  0 < ( <  
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( как выпуклая комбинация векторов из А,  А – выпуклое  множество),  т. е.  х( – допустимая точка в ВЗМО;
2) из свойства выпуклости функций fk имеем при k = 
[image: image285.wmf]K

,

1

:
fk(x() = fk ((1 – ()
[image: image286.wmf]x

+ (х) ( (1 – () fk(
[image: image287.wmf]x

) + ( fk(х) < (1 – () fk(
[image: image288.wmf]x

) + ( fk(
[image: image289.wmf]x

) = fk(
[image: image290.wmf]x

), то есть
fk (x() ( fk (
[image: image291.wmf]x

),

Таким образом, 

(x( ( (:  ||x( – 
[image: image292.wmf]x

|| ( ( и F(
[image: image293.wmf]x

) >> F(x(),

что противоречит тому, что 
[image: image294.wmf]x

– точка слабого ЛМП.  Полученное противоречие опровергает сделанное предположение о том, что 
[image: image295.wmf]x

– не является слабым МП, и тем самым доказывает лемму.

       Лемма доказана.
Лемма 
[image: image296.wmf]3

.
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 Если   
[image: image297.wmf]x

 – точка локального минимума по Парето (ЛМП) в ВЗМО, то 
[image: image298.wmf]x

 – точка минимума по Парето (МП) в ВЗМО.
Доказательство.
По определению: 
[image: image299.wmf]x

– точка ЛМП, если 
(( ( (  
[image: image300.wmf]x

Ø$

( (: ||
[image: image301.wmf]x

– х|| ( ( и F(
[image: image302.wmf]x

) > F(x).
Запись “F(
[image: image303.wmf]x

) > F(x) “  означает:

1)  fk(
[image: image304.wmf]x

) ≥ fk(x),  k = 
[image: image305.wmf]K

,

1

;

2) ( 
[image: image306.wmf]k

ˆ

, 1 ( 
[image: image307.wmf]k
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 ( K: 
[image: image308.wmf]k

f

ˆ

(
[image: image309.wmf]x

) >
[image: image310.wmf]k

f

ˆ

(x), то есть F(
[image: image311.wmf]x

) ≠ F(x).
Покажем, что 
[image: image312.wmf]x

– точка МП. 
Предположим, что   
[image: image313.wmf]x

  не является  МП. Тогда (х ( (: F(
[image: image314.wmf]x

) > F(x). Очевидно, что х ( 
[image: image315.wmf]x

(так как F(
[image: image316.wmf]x

) ( F(x)).
Положим  х( = (1 – ()
[image: image317.wmf]x

+ (х, 0 ( ( ( (. Выберем  (  так, что 
||х( – 
[image: image318.wmf]x

|| < ( ( ||((
[image: image319.wmf]x

– х)|| ( ( ( ( <
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Итак, если  (  такое, что  0 < ( <  
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( как выпуклая комбинация векторов из А,  А – выпуклое  множество),  т. е.  х( – допустимая точка в ВЗМО;

2) из свойства выпуклости функций fk имеем при k = 
[image: image322.wmf]K

,

1

:

fk(x() = fk ((1 – ()
[image: image323.wmf]x

+ (х) ( (1 – () fk(
[image: image324.wmf]x

) + ( fk(х) < (1 – () fk(
[image: image325.wmf]x

) + ( fk(
[image: image326.wmf]x

) = fk(
[image: image327.wmf]x

), то есть 
fk (x() ( fk (
[image: image328.wmf]x

),

а также при k = 
[image: image329.wmf]k

ˆ
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( x() =
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f

ˆ

((1 – ()
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+ ( х) ( (1 – ()
[image: image333.wmf]k

f

ˆ

(
[image: image334.wmf]x

) + (
[image: image335.wmf]k

f

ˆ

(х) <
< (1 – ()
[image: image336.wmf]k

f

ˆ

(
[image: image337.wmf]x

) + (
[image: image338.wmf]k

f

ˆ

(
[image: image339.wmf]x

) =
[image: image340.wmf]k

f

ˆ

(
[image: image341.wmf]x

).

Таким образом, 

(x( ( (:  ||x( – 
[image: image342.wmf]x

|| ( ( и F(
[image: image343.wmf]x

) > F(x(),

что противоречит тому, что 
[image: image344.wmf]x

– точка ЛМП.  Полученное противоречие опровергает сделанное предположение о том, что 
[image: image345.wmf]x

– не является МП, и тем самым доказывает лемму.

       Лемма доказана.
Лемма 2.4.  
Если 
[image: image346.wmf]x

– точка слабого МП в ВЗМО, то
Г(f1, 
[image: image347.wmf]x

) ( ... ( Г(fK, 
[image: image348.wmf]x

) (
[image: image349.wmf]Γ

~

(A, 
[image: image350.wmf]x

) = (.
Доказательство.
Предположим противное. Пусть существует е:

е (  Г(f1, 
[image: image351.wmf]x

) ( ... ( Г(fK, 
[image: image352.wmf]x

) ( 
[image: image353.wmf]Γ

~

(A, 
[image: image354.wmf]x

).

По определениям 3 и 6 имеем:

1) (k = 
[image: image355.wmf]K

,

1

 ((k = (k(e( > 0  ((( 0 < ( < (k ( fk(
[image: image356.wmf]x

) > fk(
[image: image357.wmf]x

+ (e);
2) ((A = (A(e) > 0: ((( 0 < ( < (A  ( 
[image: image358.wmf]x

+(e ( A.

Положим  (0 = min{(1, ... , (K, (A}. Тогда при ( ( (0; (0) имеем fk(
[image: image359.wmf]x

) > fk(
[image: image360.wmf]x

+ (e), k = 
[image: image361.wmf]K

,

1

, то есть F(
[image: image362.wmf]x

) >> F(
[image: image363.wmf]x

+ (e), и 
[image: image364.wmf]x

+ (e ( A, то есть x( = 
[image: image365.wmf]x

+ (e – допустимая точка в ВЗМО.

Итак, ( x(( A: F(
[image: image366.wmf]x

) >> F(x(). Это противоречит тому, что 
[image: image367.wmf]x

– точка слабого МП в ВЗМО.

        Лемма доказана.
Следствие.
Если 
[image: image368.wmf]x

– точка МП в ВЗМО, то 
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Это следует из включений sГ(fk, 
[image: image371.wmf]x

) ( wГ(fk, 
[image: image372.wmf]x

) ( Г(fk, 
[image: image373.wmf]x

), k = 
[image: image374.wmf]K

,

1

,  s
[image: image375.wmf]Γ
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(A, 
[image: image376.wmf]x

( ( w
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( A, 
[image: image378.wmf]x

( ( 
[image: image379.wmf]Γ
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( A, 
[image: image380.wmf]x

( и леммы 2.4.
Замечание.
Как видно из доказательства леммы 2.4, оно не использует напрямую   выпуклость функции fk, k = 
[image: image381.wmf]K

,

1

 и множества А. По этой причине заключение леммы 2.4 верно и при отказе от предположения о выпуклости.

В качестве несложного упражнения на использование определений 1 и 4 приведем также прямое доказательство того, что 
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I

=

£

£

)

 

,

(

Г

~

)

)

 

,

Г(

(

1

x

A

x

f

w

K

k

k

w

( в предположении, что 
[image: image383.wmf]x

 – точка МП в ВЗМО. 

Действительно, пусть не так и (e (
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. По определениям 1 и 4 это означает, что

1) (k = 
[image: image385.wmf]K

,

1

 ((k = (k(e( > 0  (e((RN( ||e( – e|| < (k ((k = (k(e() > 0:
 ((( 0 < ( < (k ( fk(
[image: image386.wmf]x

) > fk(
[image: image387.wmf]x

+ (e();
2) ((A = (A(() > 0  (e(( RN, ||e( – e|| < (A  ((A = (A(e() > 0: 

((( 0 < ( < (A  ( 
[image: image388.wmf]x

+(e( ( A.

Положим  ( = min{(1, ... , (K, (A}. Если e(( RN, ||e( – e|| < (, то для  e(,  положив (( = min{(1, ... , (K, (A}, имеем:

((, 0 < ( < (0 ( fk(
[image: image389.wmf]x

) > fk(
[image: image390.wmf]x

+ (e(), k = 1, ... , K   и 
[image: image391.wmf]x

+ (e( ( A.

Таким образом,  для допустимого вектора 
[image: image392.wmf]x

 + (e(  имеем при ( ( (0; (0)
F(
[image: image393.wmf]x

) >> F(
[image: image394.wmf]x

+ (e(),

что противоречит тому,  что  
[image: image395.wmf]x

– точка МП в ВЗМО.
Рассмотрим теперь нелинейные задачи многокритериальной оптимизации (НЗМО):
F(x) = (f1(x), …, fk(x)) ( min, x ( A,
где A = {x ( X: gl(x) ( 0, l = 
[image: image396.wmf]L

,

1

; hm(x) = 0, m = 
[image: image397.wmf]M

,

1

; x ( G}, G ( X,      gl, hm: X ( R, l = 
[image: image398.wmf]L

,

1

, m = 
[image: image399.wmf]M

,

1

.
Лемма 2.5.
Если  
[image: image400.wmf]x

– точка слабого локального минимума по Парето (ЛМП) в НЗМО, то 
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где sГk = sГ(fk, 
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 Gl = {x ( X: gl(x) ≤ 0}, l = 
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Доказательство. 

Так как 
[image: image409.wmf]x

– точка слабого ЛМП в НЗМО, то 
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Предположим, что пересечение, указанное в заключении леммы, не пусто и 
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 EMBED Equation.3  [image: image426.wmf]l

d

~

 = 
[image: image427.wmf]l

d

~

(e) > 0  и 
[image: image428.wmf]$


[image: image429.wmf]e

~

0l = 
[image: image430.wmf]e

~

0l (e) > 0: 

[image: image431.wmf]X

e

Î

¢

"

, ||e' – e|| < 
[image: image432.wmf]l

d

~

, 
[image: image433.wmf]"

ε, 0 < ε <
[image: image434.wmf]e

~

0l 
[image: image435.wmf]Þ

 
[image: image436.wmf]x

 + εe' ( Gl,
т.е.    gl(
[image: image437.wmf]x

 + ε e') ≤ 0;

в) e (
[image: image438.wmf]G

s

Г

~

, т.е. 
[image: image439.wmf]$



 EMBED Equation.3  [image: image440.wmf]G

d

~

 = 
[image: image441.wmf]G

d

~

(e) > 0 и 
[image: image442.wmf]$



 EMBED Equation.3  [image: image443.wmf]e

~

0G = 
[image: image444.wmf]e

~

0G (e) > 0:

[image: image445.wmf]X

e

Î

¢

"

,   ||e' – e|| <
[image: image446.wmf]G

d

~

, 
[image: image447.wmf]"

ε, 0 < ε < 
[image: image448.wmf]e

~

0G  
[image: image449.wmf]Þ

 
[image: image450.wmf]x

 + εe' ( G;

г) e (
[image: image451.wmf]H

Г

~

~

, т.е. 
[image: image452.wmf]$



 EMBED Equation.3  [image: image453.wmf]e

~

~

0H = 
[image: image454.wmf]e

~

~

0H(e) > 0 и 
[image: image455.wmf]$

o((): (0; 
[image: image456.wmf]e

~

~

0H) → X:

1)  
[image: image457.wmf]x

 + εe + o(ε) ( H, 
[image: image458.wmf]"

ε ((0; 
[image: image459.wmf]e

~

~

0H);

2)  
[image: image460.wmf]0

)

(

®

e

e

o

 при ε → 0.

Положим δ = δ(e) 
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Тогда при ε таком, что 0 < ε < min{ε0, 
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 + εe' ( H, а также ||e' – e|| < δ и, значит, 
fk(
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ε: 0 < ε < β 
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 + εe').
Получили противоречие тому, что 
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– точка слабого ЛМП в НЗМО.
Лемма доказана.
Замечание.

1. Лемма 2.5 верна, если в предположениях 
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– точка ЛМП, т.к. любая точка ЛМП является точкой слабого ЛМП.

2. Ценность различий в определениях 1-3 и 4-6, то есть различие конусов sГ(fk, 
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(, состоит в том, какие из этих конусов можно будет описать эффективно и при каких предположениях относительно функций fk, k = 
[image: image500.wmf]K

,

1

, и множества A. Этим вопросам будут посвящены §4 и §5.
§3. Конусы в линейных пространствах.

Теорема Дубовицкого – Милютина о конусах

Определение 1. Пусть X – линейное пространство (над R), K 
[image: image501.wmf]Í

 X . Множество K называется конусом в X, если  (x ( K, (( ( R, ( > 0 выполнено  (x ( K (иными словами (K 
[image: image502.wmf]Í

 K, (( > 0).

Определение 2. Пусть X – линейное топологическое пространство (над R). Если K – конус в X, то (топологически) сопряженным конусом к K называется множество

K* = ( x* ( X*: 
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где X* (топологически) сопряженное к X пространство, 
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 – действие линейного непрерывного функционала x*( X* на элемент x ( X.
Определение 2(. Пусть X – линейное пространство (над R). Если K – конус в X, то (алгебраически) сопряженным конусом к K называется множество

K(  = ( x( ( X(: 
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где X( (алгебраически) сопряженное к X пространство, 
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 – действие линейного (не обязательно непрерывного) функционала x( ( X( на элемент x ( X.
Свойства конусов.
Свойство 1. 

Конус K является выпуклым множеством в пространстве X (будем называть его выпуклым конусом) тогда и только тогда, когда вместе с любыми двумя точками, содержащимися в этом конусе, конусу принадлежит и их сумма. То есть выполнено

x1 + x2 ( K,       (x1, x2 ( K.

Доказательство.

1. Покажем необходимость.

Пусть x1(K, x2(K; K – выпуклое множество, тогда вместе с этими двумя точками K содержит и их выпуклую линейную комбинацию. 

Тогда получим, что точка 
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 ( K (K – конус, значит, если x ( K, то и 2x ( K).  Таким образом, x1 + x2 ( K.
2. Покажем достаточность.

Пусть (x1, x2 ( K выполнено x1 + x2 ( K. Покажем, что  (α: 0 ( α ( 1 (x1, x2 ( K следует, что  x = αx1 + (1– α)x2 ( K, то есть K –  выпуклое множество. 

Имеем: 

а) если α = 0, то x = x2 (это дано),

б) если α = 1, то x = x1 (это дано),

в) если 0 < α < 1, тогда 
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 = αx1 + (1 – α)x2 ( K (по предпосылкам условия), то есть K – выпуклое множество.

Свойство доказано.
Свойство 2. 

Пусть даны X – линейное топологическое пространство (над R), K конус в X. Тогда для сопряженного конуса K* выполнено следующее:

а). K* – слабо* замкнутое множество в X *,

б). K* – выпуклый конус в X *.

Доказательство.

а). Пусть 
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Отметим, что K*– замкнуто в сильной топологии пространства X*. Например, если X – линейное нормированное пространство, то X* – линейное нормированное пространство и выполнено 
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б). Если 
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Другое рассуждение (используя свойство 1):

Пусть K 
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 X. Множество K в X выпукло тогда и только тогда, когда   (x1, x2 ( K выполнено x1 + x2 ( K. Верно ли, что если (
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Свойство доказано.
Замечание.
Поскольку 
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 (x ( K, (x*( K*,  то (фиксируя в неравенстве x) получим, что элементу x ( K можно поставить в соответствие некоторый элемент из X **, который будет элементом из K **. Таким образом, с точностью до стандартного вложения X [image: image547.png]


 X ** имеем, что K 
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 K**.
Свойство 3. 

Пусть даны X – линейное топологическое пространство (над R), K –конус в X. K – выпуклый, замкнутый конус тогда и только тогда, когда K = K**.

Доказательство.

Достаточно доказать утверждение в одну сторону (“(”).

Предположим, что K ( K**. Т. к. K 
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 K** , то найдется точка 
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Следовательно, 
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Так как K – замкнутое множество, следовательно 0 ( K, а условие (3.1) выполнено (x ( K, то, положив в (3.1) x = 0, получим 
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, что противоречит условию (3.2). То есть точки 
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( K не существует. Следовательно, наше предположение не верно и K = K**.
 Свойство доказано.

Свойство 4. 

Пусть X – линейное топологическое пространство (над R), K1 и K2 – конусы в X. Тогда конус, сопряженный к сумме конусов K1 и K2, равен пересечению конусов, сопряженных к конусам K1 и K2, то есть:

(K1+K2)*=
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 EMBED Equation.2  [image: image568.wmf]*
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Доказательство.
Отметим, что если K1 и K2 – конусы, то K1 + K2 также конус. Для этого проверим, что если x ( K1 + K2, то при λ > 0, λx также принадлежит K1 + K2.
Имеем: если x ( K1 + K2, то существуют x1 ( K1 и x2 ( K2 такие, что     x = x1 + x2, следовательно λx = λx1 + λx2, где λx1 ( K1, λx2 ( K2. Отсюда λx ( K1 + K2.
1). Докажем следующее включение:

(K1 + K2)*( 
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 EMBED Equation.2  [image: image570.wmf]*
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Пусть  x*( (K1 + K2)*. По определению сопряженного конуса имеем:
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или, что то же самое,
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В этом случае будут выполнены следующие неравенства: 
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так как в противном случае, например, при 
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λx1( K1, λ > 0 и 
[image: image576.wmf]-¥

®

l

=

l

1

*

1

*

,

,

x

x

x

x

 при 
[image: image577.wmf].

+¥

®

l



Таким образом, имеем:
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Отсюда следует, что x*( 
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 EMBED Equation.2  [image: image583.wmf]I



 EMBED Equation.2  
.

Итак, прямое включение “(” доказано.

2). Докажем обратное включение:

(K1 + K2)* ( 
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Пусть x*( 
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 EMBED Equation.2  [image: image589.wmf]*

2

K

. Значит, x* лежит и в 
[image: image590.wmf]*

1

K

, и в 
[image: image591.wmf]*

2

K

. Тогда по определению сопряженного конуса имеем:
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Тогда имеем: 
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Следовательно, по определению сопряженного конуса получаем, что x*( (K1 + K2)*.


Свойство  доказано.
Определение 3. Пусть X – линейное пространство (над R), K1 и K2 – конусы в X. K1 и K2 находятся в общем положении, если из того, что x ( K1,  x ≠ 0 следует, что (– x) ( K2, или 
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  x1 + x2 = 0, x1 ≠ 0, x2 ≠ 0.
Свойство 5.

Дано X – линейное нормированное пространство, dim X < + (,  K1 и K2 – замкнутые конусы в X, причем K1 и K2 находятся в общем положении. Тогда K =  K1 + K2 – замкнутый конус.

Замечание. 

Алгебраическая сумма двух замкнутых конусов может и не быть замкнутым конусом (если, конечно, не выполнено достаточное для замкнутости суммы условие – конусы находятся в общем положении).

Например, в R3 с точками x = (x1; x2; x3) два конуса
K1 = {x = (x1; x2; x3) ( R3: x12( x22 +  x32, x1 ( 0},

K2 = {x = (x1; x2; x3) ( R3: x22( x12 + x32, x2 ( 0},
имеют общую образующую

l = {x = (x1; x2; x3) ( R3: x1 + x2 = 0, x3 = 0}, касаются плоскости
p = {x = (x1; x2; x3) ( R3: x1 + x2 = 0} в точках образующей l, лежат в одном полупространстве P  = {x = (x1; x2; x3) ( R3: x1 + x2 ( 0}.

Очевидно, что K1 + K2 = (int P) 
[image: image596.wmf]U

 l, а это множество не замкнуто.
Доказательство.
Отметим, что K –  конус.
Рассмотрим сходящуюся к некоторому пределу последовательность точек zi, i = 1, 2, .... конуса K, то есть zi  ( K, такую, что найдется такое [image: image597.wmf]X
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Имеем zi ( K, то есть  (xi ( K1, (yi ( K2, i = 1, 2, ... такие, что zi = xi + yi. Покажем, что последовательности 
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, а так как K1 и K2 – замкнуты, то и предельные точки 
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Таким образом, последовательности 
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Таким образом, 
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Получили, что 
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Свойство доказано.
Лемма 3. 1.

Пусть даны Х – локально выпуклое линейное топологическое пространство (над R), система 
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 – линейно независима, конус
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Доказательство.
Обозначим через L = lin+
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 – множество линейных комбинаций с неотрицательными коэффициентами. Очевидно, что L – конус, причем замкнутый (так как лежит в линейной оболочке lin
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Если L ( K*, то существует 
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По лемме о биортогональном базисе (в локально выпуклом линейном топологическом пространстве) для системы 
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Таким образом, ( x( ( X: 
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     Лемма доказана.
Следствие.
Пусть X – локально выпуклое линейное топологическое пространство (над R), 
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Доказательство.
Так как 
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Следствие доказано.
Лемма 3. 2.

Пусть даны Х – локально выпуклое линейное топологическое пространство (над R), линейно независимая система 
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Тогда сопряженный конус есть
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Доказательство.
Пусть 
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. Очевидно, что L – подпространство в X*, конечномерное и, значит, замкнутое, и L 
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 K*, т. к. в силу равенств 
[image: image680.wmf]0

,

*

=

x

x

i

 (x ( K , 
[image: image681.wmf]m

i

,

1

=

следует, что


[image: image682.wmf]å

å

=

=

=

l

=

l

m

i

i

i

m

i

i

i

x

x

x

x

1

*

1

*

0

,

,

.

Если L ( K*, то 
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Отсюда 
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Имеем x ( K и так как L – замкнуто, то 0 ( L, тогда для x* = 0 из неравенства отделимости получим, что 
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Лемма  доказана.
Определение 4. Пусть X – линейное пространство (над R), A (  X. Множество A называется выпуклым множеством тогда и только тогда, когда

(( ( [0; 1]    (x1, x2 ( A ( (x1 + (1 – ()x2 ( A,

или тогда и только тогда, когда 

(A + (1 – ()A 
[image: image696.wmf]Í

 A, (( ( [0; 1].

Определение 5. Пусть X – линейное пространство (над R), A ( X. Множество core A называется ядром множества A, если 

(x ( core A) ( 
(x ( A: (y ( X  (( = ((y) > 0: x + ty ( A, (t |t| < () (
( (x ( A: (y ( X  (( = ((y) > 0: y ( 
[image: image697.wmf]t
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(A – x), (t |t| < () (
( (x ( A ( (A – x) – поглощающее).
Напомним, что B – поглощающее множество, если (x ( X  (( > 0: x ( (B, то есть  X = 
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Предложение.
Пусть X – линейное пространство (над R) и A выпуклое множество в X, A ( X. Тогда core A – выпуклое множество.

Доказательство.
Пусть x1, x2 ( core A, ( ( [0, 1]. Следует ли из этого, что            x( = (x1 + (1 – ()x2 ( core A?

Так как
x1 ( core A ( (y ( X  ((1 = ((y) > 0: x1 + ty ( A, (t |t| < (1,
x2 ( core A ( (y ( X  ((2 = ((y) > 0: x2 + ty ( A, (t |t| < (2.
Имеем 

((x1 + ty) + (1 – ()((x2 + ty) =  (x1 + (1 – ()x2 + ty = x( + ty,
где |t| < ( = min{(1, (2}.

Таким  образом, (y ( X  (( > 0: |t| < ( ( x( + ty ( A, следовательно, x( ( core A.

Предложение доказано.
Лемма 3. 3. (о топологической структуре выпуклых множеств).

Пусть Х – локально выпуклое линейное топологическое пространство (над R) имеет поглощающую окрестность нуля; U – выпуклое множество в X, int U ( (. Тогда выполняются следующие условия:

1) ( ( ( [0, 1) ( ( cl U + (1 – ()int U ( int U;

2) core U = int U;
3) cl U = cl (int U);

4) int (cl U) = int U;

5) A, B – выпуклые множества в X, int (A
[image: image699.wmf]I

B) ( (, следовательно cl (A
[image: image700.wmf]I

B) = (cl A) 
[image: image701.wmf]I

  (cl B).

Доказательство.
1). Пусть u0 ( int U, значит, (int U – u0) – (поглощающая) открытая окрестность нуля. Далее, ( ( ( [0, 1) имеем 
( cl U = cl ((U) ( (U + (1 – ()(int U – u0) = 

 = (U + (1 – ()int U – (1 – ()u0 ( (U + (1 – ()U – (1 – ()u0 (        ( U – (1 – ()u0,

или 

(1 – ()u0 + ( cl U ( U    ( u0 ( int U
(1 – ()int U + ( cl U ( U.

Но слева множество открытое как объединение открытых множеств

(1 – ()int U + u(,  u( ( ( cl U
следовательно, 

( cl U  + (1 – ()int U ( int U.

2). В X имеется выпуклая поглощающая окрестность нуля V, тогда int U ( core U. 
Пусть u ( int U ( (( > 0, ( – мало u + (V  ( int U. Обозначим, U( = u + (V . Тогда (U( – u) – поглощающее, т. к. (V  – поглощающее. Отсюда следует, что (U – u) – поглощающее, так как U(  – u ( U – u. Значит u ( core U.
Если u ( core U, а int U ( ( и u0 ( int U, то существуют u1 ( U (( cl U) и  0 < ( < 1 такие, что u = (1 – () u0 + (u1.

Так как u0 ( int U и u1 ( cl U, то u = (1 – ()(u0 + (u1( int U, т. е. core U = int U.

3). Имеем int U ( U. Тогда cl (int U) ( cl U.
Пусть u ( cl U, u0 ( int U и  0 < ( < 1.

Образуем выпуклую комбинацию u( = (1 – () u + (u0. 

При ( ( 0 получим u( ( u. Но u( ( int U (по первому пункту леммы), тогда u ( cl (int U).
Таким образом, cl U ( cl (int U).

4). Так как int U ( U ( cl U, то int U ( int(cl U).

Если u ( int(cl U) (но int U( = core U( следовательно u ( core(cl U)), тогда для u0 ( int U (( U) существуют u1 ( cl U и (: 0 < ( < 1 такие, что       u = (u0 + (1 – ()u1. 

Имеем 
u0 ( int U и u1 ( cl U,

тогда получаем      

u = (u0 + (1 – ()u1 ( int U,
следовательно  int (cl U) ( int U.
5). Достаточно показать для открытых множеств A и B.

Так как int A ( A, int B ( B, то 
(int A) 
[image: image702.wmf]I

 (int B) ( A
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B.

А также
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и если крайние множества совпадают,  то и в (1) будет равенство.

Итак, пусть A и B – открытые множества. Докажем, что 
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Очевидно, что 
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Покажем обратное включение. Пусть c ( 
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B), следовательно d ( A,  d ( B. Тогда в силу первого свойства получаем [d; c) ( A, [d; c) ( B ( [d; c) ( A
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Лемма  доказана.
Выпуклые функции.

Лемма 3.4.
Пусть X – локально выпуклое линейное топологическое пространство (над R),  f: X → R – выпуклая функция. Тогда а) и б) эквивалентны:

1) f – ограничена сверху в некоторой окрестности точки 
[image: image718.wmf]x

( X,

2) f – непрерывна в 
[image: image719.wmf]x

.

Доказательство.
б) ( а):

Так как f – непрерывна в 
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, то

(ε (O(
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) – окрестность точки 
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: (x ( O(
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) ( | f (x) – f (
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)| < ε.
Имеем:

|f(x) – f(
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)| < ε ( –ε < f(x) – f(
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) – ε < f(x) < f(
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то есть f  – ограничена сверху в некоторой окрестностью точки 
[image: image730.wmf]x

, то есть б) ( а).

а) ( б):

Пусть U – выпуклая окрестность точки 
[image: image731.wmf]x

 и (c > 0: f(x) ( c (x ( U. Без потери общности можно считать, что 
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 = 0 и  f (
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) = 0 (иначе, надо заменить f на  f(x) – f(
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– выпуклая симметричная окрестность нуля. Покажем, что (x ( Vε ( |f(x)| < ε (таким образом, f – непрерывна в 
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Пусть x ( Vε (  x ( 
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Так как  f – выпуклая функция, то
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ε, поскольку 0 ( U, 
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Таким образом, (x ( Vε ( f (x) ( ε. 
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Таким образом,
0 = f(0) ( 
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Итак, (x ( Vε ( f (x) ( –ε (а также (x ( Vε ( f (x) ( ε).

Таким образом, (ε > 0 (Vε – окрестность точки 
[image: image753.wmf]x

 = 0: (x ( Vε (               | f(x) – f(0)| < ε, то есть f  – непрерывна в нуле.

Лемма доказана.
Лемма 3.5.
Пусть f: RN → R – выпуклая функция. Тогда (
[image: image754.wmf]x

( RN   (V – окрестность точки 
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 и (c > 0: | f (x)| < c  (x (V .

Доказательство.
В качестве такой окрестности V будет выступать куб с центром в точке 
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, ребрами, параллельными осям координат, длина ребра 2. 
Рассмотрим куб 
[image: image757.wmf]x

K

= {x = (x1; …; xN) ( RN : |xi – 
[image: image758.wmf]i

x

| ( 1, i = 
[image: image759.wmf]N

,

1

},

[image: image760.wmf]x

 = (
[image: image761.wmf]1

x

; …; 
[image: image762.wmf]N

x

). Покажем, что (x (
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 может быть представлен как выпуклая комбинация вершин 
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Заметим, что для t ( [
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Применим к x = (x1; …; xN)  это преобразование последовательно по каждой из координат, получим
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 и так далее. 

Продолжая таким образом, получаем выпуклую комбинацию точек, которые сами являются выпуклыми комбинациями других точек. В итоге  x = 
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Итак, (V =
[image: image788.wmf]x

K

 и (c ( M ( f(x) ( c ( x ( V.

Лемма доказана.
Следствие.
Пусть  f: RN → R – выпуклая функция. Тогда  f ( C(RN).
Доказательство следует из лемм 3.4. и 3.5.
Свойство 6 (лемма 3.6.). 
Пусть K1 и K2 – выпуклые конусы в X – локально выпуклом линейном топологическом пространстве, int (K1 
[image: image789.wmf]I

 K2) ( (. Тогда 
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Доказательство.

Отметим, что 

1) если K – конус, то K* =
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, так как 
K*={x*( X*: < x*, x> ( 0 (x ( K} = { x*( X*: < x*, x> ( 0 (x (
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2)  A, B – выпуклые множества, int (A 
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 – замкнутый выпуклый конус;
4) K – выпуклый замкнутый конус ( K = K** (в смысле вложения X [image: image807.png]


X **);
5) (K1 + K2)*=
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Имеем:
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так как 
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 замкнутый конус (по свойству в)).

Действительно, если  a (
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Но int (K1 
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 K2) ( ( и тогда a = 0, иначе, если a ≠ 0, то (
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Первое слагаемое равно нулю, а второе отлично от нуля, так как <a, 
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> ( 0, а число t любого знака. Получили противоречие.

Таким образом, a = 0 ( 
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 – замкнутый конус.

Лемма доказана.
Следствие. 
Если Ki, i = 
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 – выпуклые непустые конусы в X – локально выпуклом линейном топологическом пространстве,  int
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 (3.4)

Доказательство.

Докажем это следствие с помощью индукции по n. 
а). При n = 2 утверждение очевидно, так как это лемма 3.6.

б). Предположим, что равенство (3.4) выполнено для всех s ( n – 1, то есть
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Докажем, что оно выполняется и для s = n.
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Следствие доказано.
Лемма 3.7 (теорема Дубовицкого-Милютина о сопряженных конусах).

Пусть X – локально выпуклое линейное топологическое пространство, Ki (где i = 
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Доказательство.

Необходимость.

Пусть 
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(x( ( K(  (x(( ( Ks  ( <c*, x(> ( <c*, x((>.         


 (3.5)

В силу того, что левая часть неравенства (3.5) ограничена снизу, а правая часть ограничена сверху, имеем:

(x( ( K(  <c*, x(> ( 0,

(x(( ( Ks <c*, x((> ( 0.

Таким образом получаем, что c* ( (K()*, а, значит, (в силу леммы 3.6)  c* ( 
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Достаточность.
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Лемма доказана.

§ 4. Выпуклые задачи многокритериальной оптимизации
Поставим выпуклую задачу многокритериальной оптимизации (ВЗМО):

F(x) = (f1(x), …, fn(x)) ( min, x ( A, A ( RN.
В ВЗМО:   fk: RN ( R – выпуклые функции, 1 ( k ( K, A – выпуклое множество в RN. 

Предложение 1.
Пусть  f: RN ( R – выпуклая функция, точка 
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 ( RN не является точкой абсолютного минимума функции  f  на RN. Тогда 
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Доказательство.
Во втором параграфе было отмечено, что
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Покажем:
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Тогда из 1) и 2) следует утверждение предложения 1.
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Используя неравенство Иенсена, имеем: 
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Таким образом, если 
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Предложение доказано.
Предложение 2.
Пусть  f: RN ( R – выпуклая функция, точка 
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( RN не является точкой абсолютного минимума функции  f  на RN. Тогда 
[image: image936.wmf](

)

x

f

,

Г

 – выпуклый конус.
Доказательство.
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Имеем:
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Очевидно, что 
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Таким образом, если 
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Предложение доказано.

Предложение 3.
Пусть дано: f: RN ( R – выпуклая функция, точка 
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Доказательство.

1). Докажем открытость конуса 
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Так как f – выпуклая функция, определенна на всем пространстве RN, то  f – непрерывная функция, и, значит, ((0 > 0 такое, что
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Таким образом, для 
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Отсюда, по предложению 1 получаем, что 
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2). Докажем, что
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таким образом, по предложению 1 получаем, что 
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Предложение доказано.

Определение 1. Пусть  f: RN ( R – функция, не обязательно выпуклая, точка 
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Обозначим через  
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Замечание.


[image: image989.wmf](

)

)

(

,

x

f

x

f

M

¶

=

 – субдифференциал.
Предложение 4.
Пусть  f: RN ( R – выпуклая функция, точка  
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( RN не является точкой абсолютного минимума функции f на RN. Тогда 
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Доказательство.

Отметим, что
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Пусть 
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Отметим, что Y – выпуклое множество. Действительно, 
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Имеем, 
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Докажем обратное включение, т. е.


[image: image1063.wmf](

)

{

}

x

f

M

c

c

c

c

N

,

~

,

,

~

:

R

0

Î

³

l

l

-

=

Î


[image: image1064.wmf](

)

x

f

,

Г

*

Ì

.
Итак, пусть 
[image: image1065.wmf]c

c

~

l

-

=

, ( ( 0,  
[image: image1066.wmf](

)

x

f

M

c

,

~

Î

: f(x) – f(
[image: image1067.wmf]x

) ( 
[image: image1068.wmf](

)

x

x

c

-

,

~

.

Покажем, что 
[image: image1069.wmf](

)

x

f

c

,

Г

*

Î

, т. е. (c, e) ( 0 (e ( Г(f, x). 

По предложению 1 для e ( Г(f, x) имеем  e = 
[image: image1070.wmf])

(

x

x

-

n

, 
[image: image1071.wmf]0

>

n

, f(x) < f(
[image: image1072.wmf]x

).
Тогда, 
(c, e) = 
[image: image1073.wmf](

)

(

)

0

,

~

)

(

,

~

³

-

ln

-

=

-

n

l

-

x

x

c

x

x

c

,
поскольку  0 > f(x) – f(
[image: image1074.wmf]x

) ( 
[image: image1075.wmf](

)

x

x

c

-

,

~

, т. е. 
[image: image1076.wmf](

)

x

f

c

,

Г

*

Î

.
Предложение доказано.

Предложение 5.
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Замечание.
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Доказательство предложения 5.
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Предложение доказано.
Предложение 6.

Пусть G 
[image: image1145.wmf]Í

 RN – выпуклое множество, G = 
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Доказательство.

1). Очевидно, что эти конусы не пусты, так как int G ≠ (.

2). Покажем их выпуклость:

Пусть e1, e2: ei = (i(xi – 
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Получим 
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Предложение доказано.
Замечания.

1). Если int G ≠ (, то 
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Предложение 7.
Пусть G 
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Доказательство.
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Предложение доказано.
Замечания.
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3. 
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Рассмотрим выпуклую задачу многокритериальной оптимизации (ВЗМО):

F(x) = (f1(x), …, fK(x)) ( min, x ( A,
где A 
[image: image1252.wmf]Í

 RN – выпуклое множество, fk(x): RN ( R – выпуклые функции (k = 
[image: image1253.wmf]K
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Раньше было доказано:

1). Если 
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 – точка ЛМП в ВЗМО, то 
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– точка МП в ВЗМО (§1).

2). Если 
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3). Если в RN K1, …, Kn – непустые, открытые все (кроме, может быть, одного), выпуклые конусы, такие что 
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Из 2). и 3). получаем:
4). Если в ВЗМО 
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 – точка МП и wГ(fk, 
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5). Отметим, что если A: A = 
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– выпуклый и открытый (предложение 6), и если 
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 – не является точкой абсолютного минимума fk на RN, то wГ(fk, 
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) ≠ ( открытый и выпуклый конус (предложения 2 и 3 §4).
Теорема 4.1.
Пусть в ВЗМО множество A: A = 
[image: image1278.wmf]A
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выполнено условие минимума:
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Доказательство.
Рассмотрим два случая:
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(2). Точка 
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В силу предложений 4 и 6 (§4):
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Теорема доказана.
Теперь рассмотрим ЗМО следующего вида:
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где fk: RN ( R – выпуклые функции, k = 
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Так как gl – непрерывны, то 
[image: image1357.wmf]x
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( int Gl, а, значит, A =
[image: image1358.wmf]G
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 таково, что int A ( (.
Так как gl – непрерывные функции, то все Gl – замкнутые множества, и если G = 
[image: image1359.wmf]G

, то A =
[image: image1360.wmf]A

.
В силу теоремы 4.1.: если 
[image: image1361.wmf]x

 – точка МП в ВЗМО, то ((1 ( 0, …, (K ( 0 – не равные нулю одновременно, такие, что для L (x) = 
[image: image1362.wmf]å
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l
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fk(x) выполнено условие


[image: image1363.wmf]A
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min

L  (x) = L  (
[image: image1364.wmf]x

),

где A = {x ( RN:  gl(x) ( 0, 
[image: image1365.wmf]L

l

,

1

=

, x ( G} – выпуклое множество, то есть x = 
[image: image1366.wmf]x

 – точка абсолютного минимума в ЗВП 

L  (x) ( min, x ( A,

то есть при x: gl(x) ( 0, 
[image: image1367.wmf]L

l

,

1

=

, x ( G.
Применим к ЗВП теорему Куна-Такера: (
[image: image1368.wmf]0
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( 0, 
[image: image1369.wmf]1

ˆ

l

( 0, …, 
[image: image1370.wmf]L
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 ( 0 – не равные нулю одновременно, такие, что для функции Лагранжа ЗВП 
[image: image1371.wmf]L
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(x)
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 EMBED Equation.3  [image: image1373.wmf]0
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L   (x) + 
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gl(x) выполнено:

1. 
[image: image1375.wmf]G
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[image: image1376.wmf]L
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(x) =
[image: image1377.wmf]L

ˆ

(
[image: image1378.wmf]x

),
2. 
[image: image1379.wmf]l

l

ˆ

gl(
[image: image1380.wmf]x

) = 0, 
[image: image1381.wmf]L

l

,
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=

.
Так как выполнено условие регулярности: (
[image: image1382.wmf]x

ˆ

 ( G, такое что gl(
[image: image1383.wmf]x
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) ( 0, 
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, то выполнено условие Слейтера в ЗВП, и, значит, 
[image: image1385.wmf]0
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> 0.
Далее, 
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gl(x) = 
[image: image1389.wmf]0
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((1f1(x) + … +  (KfK(x)) +
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=
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gl(x), где 
[image: image1393.wmf]k
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= 
[image: image1394.wmf]0
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(k, k = 
[image: image1395.wmf]K
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,
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=
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[image: image1398.wmf]L
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Отметим, что 
[image: image1399.wmf]k
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, k = 
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,

1

, 
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– не равны нулю одновременно, так как не все 
[image: image1403.wmf]0
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, 
[image: image1404.wmf]1
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, …, 
[image: image1405.wmf]L
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 – нули, ибо 
[image: image1406.wmf]0
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> 0 и не все (1, …, (K – нули.

Таким образом, можем сформулировать только что доказанную теорему:

Теорема 4.2. 
Пусть в ВЗМО
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выполнено: G = 
[image: image1408.wmf]G

, int G ( ( и (
[image: image1409.wmf]x

ˆ

 ( int G такая, что gl(
[image: image1410.wmf]x
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) ( 0, 
[image: image1411.wmf]L
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.

Если 
[image: image1412.wmf]x

– точка МП в ВЗМО, то (
[image: image1413.wmf]1
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( 0, …, 
[image: image1414.wmf]K
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( 0, 
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( 0, …, 
[image: image1416.wmf]L
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( 0 – не равные нулю одновременно, такие, что

1. Для функции Лагранжа ВЗМО 
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(x)
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fk(x) + 
[image: image1420.wmf]å
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gl(x)
Выполнено условие минимума

[image: image1421.wmf]G
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[image: image1422.wmf]L
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(x) =
[image: image1423.wmf]L
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(
[image: image1424.wmf]x
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2. Выполнены условия дополняющей нежесткости

[image: image1425.wmf]1
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gl(
[image: image1426.wmf]x

) = 0, 
[image: image1427.wmf]L

l

,

1

=

.
Замечание.
При K = 1 получаем классическую теорему Куна-Таккера.

§ 5. Нелинейные задачи

многокритериальной оптимизации
Рассмотрим нелинейную задачу многокритериальной оптимизации (НЗМО):

F(x) = (f1(x), …, fK(x)) ( min. 

x ( A = 
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, где     fk, gl,  hm: RN ( R – гладкие функции, множество G ( RN. 

Предложение 1.
Пусть даны функция f: RN ( R, f ( C1(RN) и точка 
[image: image1429.wmf]x

 ( RN: f( (
[image: image1430.wmf]x

) ( 0. Тогда 
sГ(f, 
[image: image1431.wmf]x

) = {e ( RN: (f( (
[image: image1432.wmf]x

), e) < 0}.

Доказательство.
1). Так как f ( C1(RN), то f(
[image: image1433.wmf]x

 + x) – f(
[image: image1434.wmf]x

) = (f( (x), x) + r(x), где r – отображение такое, что (( > 0 (( > 0:  (x, x ≠ 0, ||x|| < ( ( 
[image: image1435.wmf](
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, т.е. ||r(x)|| ( (||x||. 
2). [e ( sГ(f, 
[image: image1436.wmf]x

)] 
[image: image1437.wmf]Û

def

[(( = ((e) > 0 и ((0 = (0(e) > 0: (e(, 
||e( – e|| < ( и ((, 0 < ( < (0  ( f(
[image: image1438.wmf]x

) > f(
[image: image1439.wmf]x

 + (e( )].
Докажем сначала “(”.

Пусть e ( RN: (f( (
[image: image1440.wmf]x

), e) < 0 ( e ( 0. Обозначим  (f( (
[image: image1441.wmf]x

), e) = –(, ( > 0.
Так как скалярное произведение непрерывно, то при некотором ( > 0 неравенство (f( (
[image: image1442.wmf]x

), e( ) < –0,5( выполнено при e(: ||e( – e|| < ( (отметим, что e( ( 0).

Пусть  e(:  ||e( – e|| < (, тогда 

f(
[image: image1443.wmf]x

 + (e( ) – f(
[image: image1444.wmf]x

) =  ((f( (
[image: image1445.wmf]x

), e( ) + r((; e( ).
Пусть ( – фиксировано, ( > 0 и (( > 0, подходящее для r- отображения. Тогда ||(e( || < ( или (||e( || < (, если e(: ( > ||e( – e|| ( ||e( || – ||e||, так как  ||e( || ( ||e|| + (, и если (: ((||e|| + () < (, то (||e( || < (.
Значит, ( надо выбрать так, что
[image: image1446.wmf]0
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, причём, как видно, выбор (0 не зависит от e( , а зависит от e (и (). 

Итак, (:
[image: image1447.wmf]d
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. В таком случае, для  e( : ||e( – e|| < ( и (: 0 < ( < (0
     f(
[image: image1448.wmf]x

 + (e( ) – f(
[image: image1449.wmf]x

) =  ((f( (
[image: image1450.wmf]x

), e( ) + r((, e( )( 

                     ( ((f( (
[image: image1451.wmf]x

), e( ) + ((||e( || = (((f( (
[image: image1452.wmf]x

), e( ) + (||e( ||) < 0,
если (: 
[image: image1453.wmf](
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Итак, если ( выбрано следующим образом: 
[image: image1455.wmf]d
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, то ((, 0 < ( < (0 = 
[image: image1456.wmf]d

+
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 получаем оценку разности  f(
[image: image1457.wmf]x

+ (e( ) – f(
[image: image1458.wmf]x

) < 0, т. е. f(
[image: image1459.wmf]x

) > f(
[image: image1460.wmf]x

+ (e( ). Следовательно, e ( sГ(f, 
[image: image1461.wmf]x

) и включение в одну сторону доказано.
Докажем включение “(”.
Если e ( sГ (f, 
[image: image1462.wmf]x

), то следует ли из этого, что (f( (
[image: image1463.wmf]x

), e) < 0? 
Пусть не так и  (f( (
[image: image1464.wmf]x

), e) ( 0. Отсюда f( (
[image: image1465.wmf]x

) ( 0, e ( 0. Тогда (( > 0 (e( :  ||e( – e|| < ( и (f( (
[image: image1466.wmf]x

), e( ) > 0. 
Действительно, возьмем  e( = e + ( f( (
[image: image1467.wmf]x

), тогда ||e( – e|| = ||( f( (
[image: image1468.wmf]x

)|| < ( при 
[image: image1469.wmf](
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; а также
(f( (
[image: image1470.wmf]x

), e( ) = (f( (
[image: image1471.wmf]x

), e + ( f( (
[image: image1472.wmf]x

)) = (f( (
[image: image1473.wmf]x

), e) + ((f( (
[image: image1474.wmf]x

), f( (
[image: image1475.wmf]x

)) > 0 при ( > 0.

Имеем:  0 < (f( (
[image: image1476.wmf]x

), e( ) = 
[image: image1477.wmf](
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. Следовательно, ((0 > 0: ((, 0 < ( < (0 ( f(
[image: image1478.wmf]x

+ (e( ) – f(
[image: image1479.wmf]x

) > 0. Итак, если e: (f( (
[image: image1480.wmf]x

), e) ( 0, то (( > 0 (e( : ||e( – e|| < ( и ((0 > 0: ((, 0 < ( < (0 имеем f(
[image: image1481.wmf]x

+ (e( ) > f(
[image: image1482.wmf]x

). Т. о. получили противоречие тому, что e – вектор слабого, а значит и сильного, направления убывания f  в точке 
[image: image1483.wmf]x

.

Действительно, так как e ( sГ (f, 
[image: image1484.wmf]x

), то e ( wГ (f, 
[image: image1485.wmf]x

), и следовательно, должно быть: (( = ((e) > 0: (e(  ||e( – e|| < ( ((0 = (0(e( ) > 0:  ((, 0 < ( < (0  (  f(
[image: image1486.wmf]x

 + (e( ) <  f(
[image: image1487.wmf]x

).
Итак, предположение не верно и (f( (
[image: image1488.wmf]x

), e) < 0.

Предложение доказано.
Предложение 2.
Пусть даны функция f : RN ( R, f ( C1(RN), [image: image1489.wmf]x

( RN: f( (
[image: image1490.wmf]x

) ( 0. Тогда 
1). sГ(f, 
[image: image1491.wmf]x

) – открытый, выпуклый, не пустой конус;

2). sГ*(f, 
[image: image1492.wmf]x

) = {с ( RN : c = – ( f( (
[image: image1493.wmf]x

), ( ( 0}.
Доказательство.
1). По предложению 1: sГ(f, 
[image: image1494.wmf]x

) = {e ( RN: (f( (
[image: image1495.wmf]x

), e) < 0} – открытое полупространство – выпуклое, открытое и не пустое множество.

2). По лемме 3.1 и её следствию из § 3:

если X – локально выпуклое линейно непрерывное топологическое пространство, 
[image: image1496.wmf]*
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[image: image1497.wmf]0
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,  K = (x ( X: [image: image1498.wmf]x

x

,
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 < 0(, то K* = (x* ( X*: x* = –(
[image: image1499.wmf]*

x

, ((0}.
Имеем, что конусу sГ(f, 
[image: image1500.wmf]x

) = {e ( RN: (f( (
[image: image1501.wmf]x

), e) < 0} сопоставляем сопряженный конус   sГ*(f, 
[image: image1502.wmf]x

) = {с ( RN : c = – (f( (
[image: image1503.wmf]x

), ( ( 0}.

Предложение доказано.
Предложение 3.
Пусть даны функция g: RN ( R, g ( C1(RN), множество G = {[image: image1504.wmf]x

( RN : g(x) ( 0}, точка [image: image1505.wmf]x

 ( G. Тогда 

1) в случае g(
[image: image1506.wmf]x

) = 0, g( (
[image: image1507.wmf]x

) ( 0, имеем 


[image: image1508.wmf]Г
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(G, 
[image: image1509.wmf]x

) = {e ( RN: (g( (
[image: image1510.wmf]x

), e) < 0};
2) в случае g(
[image: image1511.wmf]x

) < 0 все пространство RN будет составлять этот конус, т. е. 
[image: image1512.wmf]Г

~

s

(G, 
[image: image1513.wmf]x

) = RN.
Доказательство.

1). Покажем, что

[image: image1514.wmf]Г
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(G, 
[image: image1515.wmf]x

) = sГ(g, 
[image: image1516.wmf]x

) = {e ( RN: (g( (
[image: image1517.wmf]x

), e) < 0}.
Сначала покажем, что sГ(g, 
[image: image1518.wmf]x

) ( 
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(G, 
[image: image1520.wmf]x

).

Пусть e ( sГ(g, 
[image: image1521.wmf]x

), т. е. (( = ((e) > 0 и ((0 = (0(e) > 0: (e(               ||e( – e|| < (,  ((,  0 < ( < (0  (  g([image: image1522.wmf]x

 + (e( ) < g([image: image1523.wmf]x

) = 0, т. е. [image: image1524.wmf]x

 + (e( ( G. 

Итак, sГ(g, 
[image: image1525.wmf]x

) ( 
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Т. о. по определению e ( 
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). И, значит, по предложению 1. sГ(g, 
[image: image1530.wmf]x

) = {e ( RN: (g( (
[image: image1531.wmf]x

), e) < 0} ( 
[image: image1532.wmf]Г
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(G, 
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).
Пусть теперь множества sГ(g, 
[image: image1534.wmf]x

)  и  
[image: image1535.wmf]Г
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) не совпадают, т. е. (e ( 
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): e ( sГ(g, 
[image: image1539.wmf]x

), и значит, (g( (
[image: image1540.wmf]x

), e) ( 0. 
Тогда (( > 0  (e(  ||e( – e|| < (:  (g( (
[image: image1541.wmf]x

), e) > 0. Действительно, таким будет e(  вида
e( = e + (g( (
[image: image1542.wmf]x

): ||e( – e|| < ( при 
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)

x

g

¢

d

<

g
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(g( (
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), e() = (g( (
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), e + (g( (
[image: image1546.wmf]x

)) = (g( (
[image: image1547.wmf]x

), e) + ( ||g( (
[image: image1548.wmf]x

)||2 > 0 при ( > 0. 
Итак, если (:
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Имеем: 0 < (g( (
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[image: image1557.wmf]x
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Т.о. не выполнено определение того, что e ( 
[image: image1559.wmf]Г

~

w

(G, 
[image: image1560.wmf]x

) (( 
[image: image1561.wmf]Г

~

s

(G, 
[image: image1562.wmf]x

)), следовательно, e ( 
[image: image1563.wmf]Г

~

s

(G, x). А по предположению, e ( 
[image: image1564.wmf]Г

~

s

(G, 
[image: image1565.wmf]x

). Получили противоречие, т. е. предположение не верно и 
[image: image1566.wmf]Г

~

s

(G, 
[image: image1567.wmf]x

) = sГ(g, 
[image: image1568.wmf]x

).
2). Надо доказать, что если g(
[image: image1569.wmf]x

) < 0, то 
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Так как g – непрерывна и g(
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Пусть выбрано произвольное e ( RN. Должно быть (( > 0 и ((0 > 0: (e( : ||e( – e|| < (, ((, 0 < ( < (0  (  
[image: image1574.wmf]x

 + (e( ( G, т. е. g(
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Это будет, если  
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[image: image1578.wmf](

)

e

e

def

0

e

d

+

g

<

e

=

.
Итак, следует выбрать 
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 – внутренняя точка множества G). Как видно также, что ( > 0 можно выбрать произвольно.
Предложение доказано.
Предложение 4.
Пусть даны: функция g: RN ( R, g ( C1(RN), множество G = {x ( RN: g(x) ( 0}, точка 
[image: image1590.wmf]x
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Доказательство.
1).  В силу предложения 3 
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– открытое полупространство, а это открытое, выпуклое, непустое множество. По следствию из леммы 3.1: 
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2). Далее, (RN)* = {
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||2 < 0, что неверно.
Предложение доказано.
Замечание.
Пункты а) и б) в предложении 4 могут быть объединены:
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В §4 (предложения 5-7) доказаны следующие предложения.

Предложение 5.
Пусть даны G – выпуклое множество в RN, G =
[image: image1625.wmf]G

,  int G ( ( и 
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и это непустой, выпуклый, открытый конус.
Предложение 6.
Пусть даны G – выпуклое множество в RN, G =
[image: image1629.wmf]G

,  int G ( ( и 
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Предложение 7.
Пусть даны функции hm: RN ( R, hm ( C1(RN), 
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Доказательство.
Докажем сначала включение “(”.
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Таким образом, (
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 и доказано включение “(”. 

Докажем включение “(”.

Пусть e: (
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Пусть hm(x)
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Рассмотрим систему уравнений:
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	(5.1)


где (m = –(
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Отметим, что (x1, …, xN, () = (
[image: image1680.wmf]x
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[image: image1681.wmf]x

N, 0) – решение данной системы, а также, что у матрицы частных производных левых частей уравнений системы по переменным x1, …, xN  в точке x = 
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– столбцы этой матрицы. А так как эти векторы линейно независимы, то матрица частных производных невырожденная. 
По теореме о неявной функции ((0 > 0 и (
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Дифференцируя по ( и полагая ( = 0, имеем: (
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где (m = – (
[image: image1701.wmf]m

h

¢

, e), 
[image: image1702.wmf]N

M

m

,

1

+

=

.

Перепишем как
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	(5.2)


где (m = – (
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То есть 
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(0) – решение системы (5.2).

Однако, и e – решение этой системы (можно проверить, подставив e в (5.2) вместо 
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Таким образом, e – касательный к H в точке 
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Предложение доказано.
Предложение 8.
Пусть даны функции hm(() ( C1(RN), 
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Доказательство.
Следует из предложения 7 и леммы  3.2 из §3.

Предложение доказано. 
Теорема 5.1 (правило множителей Лагранжа для НЗМО).
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Доказательство.
В доказательстве используются следующие положения.
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 дано в предложениях 2n, где n = 1, 4).
Рассмотрим случаи А) – Г).
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Итак, в этом случае теорема 5.1. доказана.
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Теорема доказана.
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